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План доклада

1 Äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà

2 Àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïðîáíûì
îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì (SPSA)

3 Óñêîðåííûå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû (ìåòîä Ïîëÿêà, ìåòîä
Íåñòåðîâà)
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Консенсус, протокол локального голосования

Определение

n àãåíòîâ â ñåòåâîé ñèñòåìå äîñòèãàþò консенсуса â ìîìåíò âðåìåíè t,
åñëè xit = xjt ∀i , j ∈ N, i ̸= j .

Определение

n àãåíòîâ â ñåòåâîé ñèñòåìå äîñòèãàþò асимптотического

среднеквадратического ε-консенсуса äëÿ ε > 0, åñëè

limt→∞E∥xit − xjt∥2 ≤ ε.

Äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ àãåíòà (óçëà):

x it+1 = x it +uit

Ïðîòîêîë ëîêàëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ:

uit = γ ∑
j∈N i

bi ,j(x jt −x it)

N i � ìíîæåñòâî ñîñåäåé, bi ,j � âåñ ðåáðà ìåæäó óçëàìè i è j 3 / 23



Консенсус, протокол локального голосования

Äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ àãåíòà (óçëà):

x it+1 = x it +uit+z it

Ïðîòîêîë ëîêàëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ:

uit = γ ∑
j∈N i

t

bi ,jt (x j
t−d i ,j

t

+w i ,j
t −x it−w i ,i

t )

N i
t � ìíîæåñòâî ñîñåäåé óçëà i â ìîìåíò âðåìåíè t,

z it � âíåøíåå íåêîíòðîëèðóåìîå âîçäåéñòâèå â ìîìåíò âðåìåíè t,
w i ,j
t � øóì, âîçíèêàþùèé ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ïî êàíàëó ñâÿçè îò

óçëà j íà óçåë i â ìîìåíò âðåìåíè t,
bi ,jt � âåñîâîé êîýôôèöèåíò ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà ñâÿçåé ñåòåâîé
ñèñòåìû
d i ,j
t � öåëî÷èñëåííàÿ çàäåðæêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ïî
êàíàëó ñâÿçè îò óçëà j íà óçåë i â ìîìåíò âðåìåíè t
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Векторно-матричный вид

Äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ àãåíòà (óçëà):

x it+1 = x it + γ ∑
j∈N i

bi ,j(x jt −x it)

Äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ ñåòåâîé ñèñòåìû:

Xt+1 = Xt + γBXt − γD(B)Xt

Xt+1 = (I − γL)Xt

Ëàïëàñèàí:
L= D−B, D = diag{B ∗1n}
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Обобщенная постановка задачи

Öåëü ðàñïðåäåëåííîé îïòèìèçàöèè (êàê ïðàâèëî) � âû÷èñëèòü
ìèíèìóì íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
àãåíòàìè

F̄ (x) =
n

∑
i=1

F i (x)

ãäå x ∈ Rd , a F i (x) : Rd → R � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ àãåíòà i , èçâåñòíàÿ
òîëüêî åìó
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Оптимизация функционала среднего риска

Ïóñòü x1,x2, . . . ∈ Rd � òî÷êè èçìåðåíèé

yt = f (xt ,wt)+ vt ,

ãäå f : Rd ×Rp → R,
wt � ñëó÷àéíûé âåêòîð, vt � ïðîèçâîëüíàÿ âíåøíÿÿ ïîìåõà.
Çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè:

F (x) =
∫

f (x,w)P(dw)→min
x

.
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Конечно-разностный подход

Ïðîöåäóðà Êèôåðà-Âîëüôîâèöà
×èñëî íàáëþäåíèé íà èòåðàöèè M = 2d

θ̂0 ∈ Rd

θ̂n = θ̂n−1−
αn

2βn
(Y+

n −Y−
n ),

x
(i ,±)
n = θ̂n−1±βnei

Y±
n =


f (x

(1,±)
n ,w

(1,±)
n )+ v

(1,±)
n

f (x
(2,±)
n ,w

(2,±)
n )+ v

(2,±)
n

...

f (x
(d ,±)
n ,w

(d ,±)
n )+ v

(d ,±)
n
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Рандомизированные алгоритмы стохастической
аппроксимации (Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation)

Ñîêðàùåíèå ÷èñëà íàáëþäåíèé äî 1 èëè 2 âìåñòî 2d (!)

Àëãîðèòì ñ îäíèì èçìåðåíèåì

xn = θ̂n−1+βn∆n, ∆n =


±1
±1
...
±1


yn = f (xn,wn)+ vn

θ̂n = θ̂n−1−
αn

βn
Kn(∆n)yn

Àëãîðèòì ñ äâóìÿ èçìåðåíèÿìè

x±n = θ̂n−1±β
±
n ∆n, y

±
n = f (x±n ,w

±
n )+ v±n

θ̂n = θ̂n−1−
αn

β
+
n +β

−
n

Kn(∆n)(y
+
n −y−n )
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Обоснование «псевдоградиентности» при произвольных
внешних помехах

E{θ̂n−1−
αn

βn
∆nyn|Fn−1}=

= θ̂n−1−
αn

βn
(E{∆nf (xn)|Fn−1}+E{∆n}E{vn|Fn−1}) =

= θ̂n−1−
αn

βn
(E{∆nf (θ̂n−1+βn∆n)|Fn−1} ≈

≈ θ̂n−1−
αn

βn
(E{∆nf (θ̂n−1)+

βn∆n∆
T
n ∇f (θ̂n−1)

2
|Fn−1}=

= θ̂n−1−
αn

2
∇f (θ̂n−1)
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Преимущества алгоритма

Ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõ ïîìåõàõ
[Ãðàíè÷èí, 1989]

Àñèìïòîòè÷åñêè-îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè [Ïîëÿê,
Öûáàêîâ, 1990]

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íàáëþäåíèé íà èòåðàöèè [Spall, 1992, 1997]

Ïðèìåíèìîñòü â çàäà÷å îá îòñëåæèâàíèè èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ
[Granichin et al., 2009]
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Отслеживание изменений параметров (трекинг)

Ïóñòü Ξ � ìíîæåñòâî, {fξ (x,w)}ξ∈Ξ � ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé

yt = fξt (xt ,wt)+ vt

Ft(x) =
∫

fξt (x,wt)P(dwt)P(dξt)→min
x

12 / 23



Комбинированный алгоритм: SPSA + консенсус

[Granichin O. et al. 2021 Trans. Autom. Cont.]
Ââåäåì ∆i

k , k = 1,2, . . . , i ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ èç Rd , íàçûâàåìûõ одновременным пробным

возмущением, ñ ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Pi
k(·); è

ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé (ÿäåð) K i
k (·) : Rd → Rd , k = 1,2, . . .

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå θ̂ i
0
∈ Rd , øàã α > 0, êîýôôèöèåíò

óñèëåíèÿ γ , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {β
+
k } è

{β
−
k } òàêèå, ÷òî βk = β

+
k +β

−
k > 0. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ñ äâóìÿ

èçìåðåíèÿìè ðàñïðåäåëåííûõ ôóíêöèé f i
ξt
(θ) äëÿ êàæäîãî àãåíòà

i ∈ N, ñòðîÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èçìåðåíèÿ {xit} è
îöåíêè {θ̂ i

t}:

xi
2k = θ̂ i

2k−2+β
+
k ∆i

k , x
i
2k−1 = θ̂ i

2k−2−β
−
k ∆i

k ,

θ̂ i
2k−1 = θ̂ i

2k−2,

θ̂ i
2k = θ̂ i

2k−1−α

(
y i
2k−y i

2k−1
βk

K i
k (∆

i
k)+

γ ∑j∈N i
2k−1

bi ,j
2k−1(θ̃

i ,j
2k−1− θ̂ i

2k−1)
)
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Основной результат

Ïðåäïîëîæåíèÿ:

Ãðàäèåíò ∇f i
ξ
(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ∀x1,x2 ∈ Rd

∥∇f i
ξ
(x1)−∇f i

ξ
(x2)∥ ≤M∥x1− x2∥

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàçíîñòè ṽ ik = v i
2k −v i

2k−1 ïîìåõ íàáëþäåíèÿ
îãðàíè÷åíû |ṽ ik | ≤ cv < ∞, or E(ṽ ik)2 ≤ c2v åñëè ïîñë-òü {ṽ ik}
ñëó÷àéíàÿ
Ïîìåõè â êàíàëå ñâÿçè wi ,j

t ñëó÷àéíûå, íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå Ewi ,j

t = 0, E∥wi ,j
t ∥2 ≤ σ2

w . Âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû
è ïåðåìåííûå wi ,j

t , bi ,jt , ξt , and ξt+1 âçàèìíî íåçàâèñèìû (åñëè
îíè ñëó÷àéíûå)

Теорема

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̄ i
2k} èìååò асимптотически

эффективную верхнюю границу L̄> 0 невязки оценок: ∀ε > 0 ∃k̄ :

∀k > k̄ :
√

E∥θ̄ i
2k −1n⊗θ2k∥2 ≤ L̄+ ε.
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Метод Поляка

[Ïîëÿê, 1964, Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç.]
Ìåòîä òÿæåëîãî øàðèêà, ìåòîä èíåðöèè (momentum method, heavy ball
method, momentum-gd)

Ïóñòü f (x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ ãðàäèåíòà ñ êîíñòàíòîé L:
∥∇f (x1)−∇f (x2)∥ ≤ L∥x1−x2∥

xk+1 = xk −α∇f (xk)+β (xk −xk−1), 0≤ β < 1, 0≤ α < 2(1−β )/L
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Метод Поляка

http://mech.math.msu.su/~vvb/MasterAI/GradientDescent.html
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Метод Поляка

http://mech.math.msu.su/~vvb/MasterAI/GradientDescent.html
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Метод Нестерова

[Íåñòåðîâ, 1983, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ]
Ïóñòü f (x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ ãðàäèåíòà ñ êîíñòàíòîé L:
∥∇f (x1)−∇f (x2)∥ ≤ L∥x1−x2∥

y0 = x0
xk+1 = yk −α∇f (yk)
yk+1 = xk+1+β (xk+1−xk)

0≤ β < 1, 0≤ α < 2(1−β )/L
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Метод Нестерова

http://mech.math.msu.su/~vvb/MasterAI/GradientDescent.html
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Распределенный алгоритм с ускорением

[Erofeeva et al. 2022. American Control Conference]

~xi
2k−2 =

1

γ ik−1+α i
k (µ−η)

(
α i
kγ ik−1z

i
2k−2+ γ ik θ̂ i

2k−2

)
,

xi
2k =~xi

2k−2+β∆i
k , x

i
2k−1 =~xi

2k−2−β∆i
k ,

~xi
2k−1 =~xi

2k−2, θ̂ i
2k−1 = θ̂ i

2k−2,

gi
2k =∆i

k
y i
2k−y i

2k−1
2β

+ω ∑j∈N i bi ,j(~xi
2k−1−~xi ,j

2k−1),

θ̂ i
2k =~xi

2k−1−hgi
2k ,

zi
2k =

1

γ ik

[
(1−α i

k)γ
i
k−1z

i
2k−2+

α i
k(µ −η)~xi

2k−1−α i
kg

i
2k)

]
,

ãäå α i
k ,β ,ω,γ ik ,h,µ,η � ïàðàìåòðû è êîíñòàíòû, xit � òî÷êè

íàáëþäåíèÿ, ∆i
k � ïðîáíîå âîçìóùåíèå.
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Заключение

Âûáîð ïàðàìåòðîâ èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðû

Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Îïòèìèçàöèÿ ðàçìåðà øàãà, ðàñïðîñòðàíåíèå îöåíêè â
äåöåíòðàëèçîâàííîé ñåòè
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